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Obiettivi di ricerca

I partecipanti si occupano di problemi legati al Calcolo delle Variazioni, alla Teoria Geometrica della
Misura, all’Analisi Funzionale e alle Equazioni alle Derivate Parziali. Nell’ambito del progetto si
intendono studiare alcuni problemi riguardanti funzionali e operatori di tipo non-locale, elencati nei
seguenti 12 obiettivi di ricerca. Gli obbiettivi da (O1) a (O6) riguardano lo studio di funzionali
non-locali, mentre gli obiettivi da (O7) a (O12) si interessano a questioni di operatori non-locali.

(O1) Problemi isoperimetrico e di Cheeger
Si intendono studiare problemi isoperimetrici e di Cheeger per funzionali di tipo non-locale, quali ad
esempio l’r -perimetro di tipo Minkowski [26,27] (relativo ad Ω ⊂ Rn) anisotropo

PC
r (E ;Ω) =

|((∂E )⊕ rC ) ∩ Ω|
2r

, r > 0, (1)

in ambito Euclideo, ove C ⊂ Rn è un convesso fissato (ad esempio, C = B la palla), e l’analogo
frazionario (definito tramite estensione alla Caffarelli–Silvestre [16]) del perimetro sub-Riemanniano
nel piano di Grushin [47], sfruttando l’approccio generale di [37] (si veda (O2)).

(O2) Denoising non-locale di immagini
Nei recenti lavori [7, 8] è stato considerato il problema di denoising di immagine con fedeltà L1

min
u∈BVK

[u]BVK + Λ ∥u − f ∥L1

ove il termine regolarizzante è dato da una variazione totale di tipo non-locale

[u]BVK =

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|K (x − y) dx dy (2)

indotta da un nucleo K ≥ 0 con opportune proprietà (ad esempio, K = | · |−n−s in Rn). Si intende
indagare ulteriormente questo tipo di problematica estendendo lo studio ad altri funzionali non-locali,
rimpiazzando (2) con altre energie non-locali, quali ad esempio l’r -perimetro di tipo Minkowski (1)
e il perimetro Gaussiano frazionario (4), con naturali collegamenti a problemi isoperimetrici e di
Cheeger (si veda (O1)). Un altro funzionale non-locale regolarizzante da esaminare in tale contesto
è la variazione distribuzionale introdotta da Comi–Stefani [28], con l’obiettivo di completare i risultati
ottenuti nel recente lavoro [5]. Infine, si vuole considerare un termine regolarizzante dato da derivate
frazionarie più classiche, quali le derivate di Riemann–Liouville, Caputo e Marchaud (si veda (O7))
o la variazione non-locale 1D studiata in [10] (si veda (O11)).
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(O3) Problema di Gamow
Si vuole indagare il problema di Gamow per perimetri non-locali. Tale problema consiste nello studiare
esistenza, unicità e regolarità dei minimi, con vincolo di volume, del funzionale

F(E ) = P(E ) +

∫
E

∫
E
g(x − y) dx dy , (3)

ove P è un perimetro e g è un nucleo di interazione. Sulla scia dei recenti lavori [1,19,20,35,48], ci si
propone di considerare il funzionale (3) ove P sia dato da un perimetro non-locale, quali l’r -perimetro
di tipo Minkowski (1), il perimetro PK indotto dalla seminorma (2) (sfruttando [8]), il perimetro
frazionario Gaussiano (4), ed il perimetro frazionario distribuzionale introdotto da Comi–Stefani [28].

(O4) Convergenza del perimetro Gaussiano frazionario
Per s ∈ (0, 1), il perimetro Gaussiano frazionario (relativamente ad Ω ⊂ Rn) è della forma

Pγ
s (E ;Ω) =

(∫
E∩Ω

∫
E c∩Ω

+

∫
E∩Ω

∫
E c∩Ωc

+

∫
E∩Ωc

∫
E c∩Ω

)
Kγ
s (x , y) dγ(x) dγ(y) (4)

ove γ è la misura Gaussiana in Rn e Kγ
s è il nucleo frazionario Guassiano indotto dal corrispondente

operatore di Ornstein–Uhlenbeck (si veda [21] per le definizioni). Sulla base dei recenti risultati
ottenuti in [21, 22], si vuole capire se il limite puntuale di (1 − s)Pγ

s (E ;Ω) per s → 1− coincida
col Γ -limite dato da

√
2

π Pγ(E ;Ω), in analogia con il caso frazionario standard [4, 43]. Tale risultato
avrebbe delle interessanti ripercussioni sullo studio delle superfici Pγ

s -minime, in maniera simile a [17].

(O5) Funzionali spettrali non-locali
Si intendono studiare esistenza, regolarità e alcune proprietà geometriche di insiemi ottimali per
funzionali spettrali associati all’operatore Laplaciano frazionario con varie condizioni al bordo e/o in
contesti diversi da quello Euclideo (ad esempio, in spazi con misura Gaussiana, si veda (O4)), sulla
scia di alcuni recenti lavori [9, 14,24]. Si intendono inoltre studiare funzionali di tipo misto, dati, ad
esempio, dalla somma di un funzionale spettrale locale e di un termine non-locale, tipicamente di
tipo potenziale di Riesz, in competizione tra loro (si veda (O3)). Il riferimento in tal senso è [46], nel
quale il termine locale è il primo autovalore del Laplaciano o l’energia torsionale di un insieme con
condizioni di Dirichlet. Si potrebbe infine studiare cosa accade se il termine spettrale viene sostituito
da altri funzionali locali o non-locali per i quali si conosce la minimalità della palla (ad esempio,
il primo autovalore di Robin con parametro di bordo positivo, o il primo autovalore del Laplaciano
frazionario con condizioni di Dirichlet omogenee), con naturale collegamento a (O1).

(O6) Problemi di interfaccia libera a volume fissato
In [33] è stato studiato il problema di interfaccia libera a volume fissato d ∈ (0, |Ω|) dato da

min
{
F(u,E ) : u = u0 su ∂Ω, |E | = d

}
,

con
F(u,E ) =

∫
Ω
σE (x) |∇u(x)|2 dx + P(E ;Ω), (5)

dove Ω ⊂ Rn è un dominio limitato, E ⊂ Ω è un insieme misurabile, σE = αχE + βχΩ\E per
0 < α < β, u ∈ W 1,2(Ω) e P(E ;Ω) è il perimetro di E relativo ad Ω. Questo modello si
applica a problemi di ottimizzazione di forma, transizione di fase, e meccanica dei continui. Si vuole
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generalizzare lo studio in [33] ad analoghi non-locali del funzionale (5). Per esempio, si intende
considerare funzionali in cui il termine dipendente dal gradiente sia della forma∫

Ω
σE (x) |∇su(x)|2 dx oppure

∫
Ω
σE (x)

∫
Ω

|u(y)− u(x)|2

|y − x |n+2s
dy dx

per s ∈ (0, 1), dove ∇s è il gradiente frazionario studiato in [28,50,51].

(O7) Studio delle derivate frazionarie
Per s ∈ (0, 1), le derivate s-frazionarie sinistra e destra di Riemann–Liouville di una funzione
u : (a, b) → R sufficientemente regolare, con a, b ∈ R, a < b, sono definite rispettivamente come

Ds
a+ [u] (x) =

1

Γ (1− s)

d

dx

∫ x

a

u(t)

(x − t)s
dt,

Ds
b− [u] (x) = − 1

Γ (1− s)

d

dx

∫ b

x

u(t)

(t − x)s
dt,

si veda per esempio [49]. Tali derivate 1-dimensionali hanno numerose applicazioni nello studio della
visco-elasiticità e in modellizzazioni della neurobiologia e della finanza. Nei recenti lavori [6, 12] è
stata data una formulazione debole di tali derivate, in analogia con la teoria classica degli spazi
di Sobolev, arrivando quindi a definire gli spazi di Sobolev frazionari sinistri/destri alla Riemann–
Liouville. La relazione tra tali spazi e gli usuali spazi di Sobolev è stata studiata in [25], ove è stato
inoltre introdotto lo spazio delle funzioni con variazione s-frazionaria sinistra/destra alla Riemann–
Liouville limitata. Tutti i risultati citati prendono in considerazione intervalli (a, b) limitati. Si
intende quindi estendere la teoria degli spazi di Sobolev e BV frazionari alla Riemann–Liouville su
intervalli illimitati della retta reale, completando la teoria iniziata nel recente lavoro [42] per alcuni
casi particolari. Ci si propone inoltre di estendere lo studio a derivate simili (ad esempio, Caputo
e Marchaud), possibilmente anche in dimensione maggiore, in ottica di applicazioni a modelli di
denoising di immagine (si veda (O2)).

(O8) Analisi in spazi di Sobolev non-locali
In [8, 36] è stato considerato lo spazio di Sobolev non-locale WK ,p(Rn) ⊂ Lp(Rn) associato a

[u]p
WK ,p =

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p K (x − y) dx dy , (6)

ove K ≥ 0 è un nucleo (nel caso p = 1, ci si riconduce alla seminorma (2)). Lo spazio WK ,p(Rn)
generalizza lo spazio frazionario W s,p(Rn) (corrispondente a K = | · |−n−sp), si veda [30], e può
essere localizzato ad un aperto Ω ⊂ RN . Continuando la teoria iniziata in [8], si vuole studiare
l’operatore di estensione WK ,p(Ω) ↪→ WK ,p(Rn), in analogia con il caso frazionario. Condizioni
sufficienti sulla regolarità del nucleo K e dell’aperto Ω per l’esistenza di tale operatore di estensione
sono state recentemente enunciate in [36]. Si vuole capire se tali ipotesi siano sharp, e se valgano
condizioni necessarie sulla regolarità dell’aperto Ω analoghe a quelle note nel caso frazionario [41,52].
Si vuole inoltre opportunamente generalizzare l’approccio distribuzionale recentemente introdotto
in [5,45] negli spazi W s,p agli spazi WK ,p, al fine di ottenere analoghi non-locali delle stime div-curl
e applicazioni al problema di denoising non locale (O2).

(O9) Regolarità di soluzioni distribuzionali di equazioni non-locali
Nel lavoro in preparazione [23] è presente una tecnica variazionale per provare la regolarità Hölderiana
delle funzioni s-armoniche alternativa rispetto all’approccio pseudodifferenziale e alla rappresentazio-
ne tramite nucleo di Poisson. Si vuole estendere tale risultato ad operatori lineari frazionari meno
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regolarizzanti del Laplaciano frazionario, quali ad esempio l’operatore

Ls
au(x) =

∫
RN

u(x)− u(y)

|x − y |N+2s
a

(
x − y

|x − y |

)
dy

per qualche a ∈ L∞(RN), a ≥ λ > 0, l’operatore A-armonico frazionario distributionale

Ls
Au = −divs(A∇su),

ove A è una matrice e ∇s e divs sono rispettivamente il gradiente e la divergenza frazionari studiati
in [28,50,51], ed infine il K -Laplaciano non-locale

(−∆)Ku(x) =

∫
Rn

(u(y)− u(x))K (y − x) dy (7)

indotto da un opportuno nucleo K ≥ 0 associato allo spazio WK ,2 (si veda (O8)). Per lo studio della
regolarità per l’operatore in (7), si intende anche avvalersi dei risultati ottenuti in [32,34,36] e nelle
referenze ivi citate, con possibili sviluppi per la teoria dei minimi e dei quasi minimi del K -perimetro
(si veda [8]), in analogia con i risultati noti nel caso frazionario classico [15,18].

(O10) Seminorme di tipo BMO e spazi di Sobolev frazionari
In [13] è stato introdotto un nuovo spazio funzionale B ⊂ L1(Q) sul cubo unitario Q ⊂ Rn con
n > 1, basato sulla seguente seminorma (ispirata allo spazio BMO di John–Nirenberg)

∥f ∥B = sup
ε∈(0,1)

εn−1 sup
Gε

∑
Q′∈Gε

−
∫
Q′

∣∣∣∣ f (x)−−
∫
Q′

f

∣∣∣∣ dx , (8)

dove Gε è una collezione di ε-cubi Q ′ ⊂ Q disgiunti con lati paralleli agli assi e cardinalità minore
o uguale a ε1−n. Recenti studi [3, 38, 40] hanno considerato una variante isotropa di (8) e hanno
condotto ad una formula di rappresentazione della norma del gradiente di una funzione di Sobolev (o
BV ) che non necessita dell’uso delle derivate distribuzionali. Si vuole studiare un’opportuna variante
della seminorma (8) per caratterizzare gli spazi di Sobolev frazionari W s,p per p ∈ [1,∞) e s ∈ (0, 1).

(O11) Variazione totale 1D non-locale
Si vuole studiare e generalizzare la variazione totale 1D frazionaria introdotta in [10] considerando,
data φ : [0,∞) → [0,∞) invertibile (in [10] è φ(t) = ts per t ≥ 0 e s ∈ (0, 1]),

TV φu (I ) = sup
σ∈S(I )

TV φ
σ u, con TV φ

σ u =
n∑

i=1

φ−1
(
|u(xi )− u(xi−1)|

)
(9)

al variare delle suddivisioni σ = {x0, x1, . . . , xn} ∈ S(I ) di un intervallo I ⊂ R. Questo tipo di varia-
zione ha applicazioni allo studio delle equazioni di conservazione [11], e potrebbe essere considerata
anche per applicazioni a problemi di denoising di immagine (si veda (O2)). Si vuole inoltre capire se
la variazione (9) (a cominciare dal caso frazionario di [10]) soddisfi risultati di embedding analoghi
a quelli recentemente dimostrati in [31,39].

(O12) Flusso di curvatura media frazionario
Si propone di applicare l’approccio di [2] per approssimare il flusso di curvatura medio frazionario.
Il procedimento consiste nel considerare una discretizzazione temporale del flusso ottenuta con il
metodo dei movimenti minimizzanti e poi analizzare il limite quando il passo di discretizzazione
tende a zero. Nel corrispondente caso locale, tale limite, sotto opportune ipotesi, è una soluzione
distribuzionale del flusso di curvatura medio [44]. Tuttavia, al momento manca un risultato analogo
nel caso frazionario. Inoltre, manca anche un risultato di esistenza del limite quando lo step temporale
tende a zero, si vedano i progressi parziali compiuti in [29].
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